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Resumo

Este trabalho apresenta um projeto de controle robusto Hoo,
considerando realimentagdo estatica da saida disponivel da
planta do sistema. O projeto de controle ¢ aplicado em um
sistema que representa ¥4 de suspensdo ativa de um veiculo,
para uma classe de sistemas dinamicos lineares. O
desenvolvimento do projeto do controlador ¢ baseado em
fungdo de Lyapunov quadratica, LMIs (Linear Matrix
Inequalities), incertezas politdpicas e um custo garantido
denominado Hewo. A motivagdo do trabalho ¢ projetar um
sistema de controle robusto, considerando incertezas
politdpicas na planta, a fim de demonstrar uma comparagio
na resposta temporal dos estados do sistema dindmico
realimentado e sistema dinamico em malha aberta.
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Introducao

O interesse da comunidade cientifica no estudo de controle
de sistemas dinamicos vem crescendo nos ultimos anos.
Segundo Oliveira et al (2014) esse interesse vem do fato de
que os sistemas dinamicos sdo aplicados em diversas areas
importantes da engenharia, como exemplo: sistemas
automotivos, aeronautica, satélites, entre outros. Este é um
campo com inumeras opg¢des de técnicas de controle, porém,
atualmente a comunidade académica vém utilizando fungoes
fungdo de Lyapunov, para o estudo de desenvolvimento de
técnicas de controle moderno a fim de garantir a estabilidade
do sistema. Em geral, pressupde-se que o vetor de estado x(t)
de um sistema dindmico esteja completamente disponivel
para realimentagao.

Entretanto, na existéncia de problemas praticos nos quais o
vetor y(t) ¢ mais facil de se obter do que o vetor de estado
x(t), torna-se interessante o projeto de uma lei de
controle que assegure a estabilidade assintdtica para a classe
de sistemas dindmicos com acesso somente a saida da
planta (Yoshimura et al., 2013). Mais especificamente, na
pratica, algumas dificuldades de acesso aos vetores de
estado sdo encontradas, tais como, pontos de medigdo em
locais de dificil acesso e nimero de sensores disponiveis, o
que tornam praticamente impossivel realizar a medigdo de
todas as variaveis que compdem o vetor de estado. Assim,
uma possivel alternativa para solucionar esse problema ¢é a

realimentacdo do vetor y(t) disponivel (Sadabadi, 2016,
Syrmos et al., 1997). Ademais, ressalta-se que em
aplicagbes praticas, ¢ comum que o sistema real esteja
sujeito a ruidos em suas medi¢des e/ou alguns fatores
praticos sejam desconsiderados durante a modelagem
matematica do sistema. Dessa forma, a abordagem de
controle robusto deve ser considerada a fim de garantir
estabilidade e um adequado funcionamento do sistema,
mesmo quando operando com falhas estruturais ou
incertezas na planta.

Para Esteves (2020) a abordagem via desigualdades
matriciais lineares (em inglés, Linear Matrix Inequalities,
LMIs) para garantir a estabilidade do sistema, baseia-se na
conjuntura da teoria de Lyapunov. Logo, a utilizagdo de
LMIs permite incluir critérios de desempenho que visam,
por exemplo, melhorar o tempo de resposta do sistema e
tratar da rejeicdo de distarbios, utilizando abordagens que
consideram filtros do tipo H2 e Hoo. Como exemplo de
aplicagdes, pode-se citar Chang, Park e Zhou (2015) que
apresentaram condi¢des suficientes para controladores com
realimentagao da saida, utilizando LMIs, e
igualdade matricial linear (do inglés, Linear Matrix
Equalities - LMEs), e controle robusto Hoeo.

O trabalho aqui apresentado, propde o desenvolvimento de
um controlador para sistemas lineares incertos considerando
o acesso somente a saida disponivel da planta. A
especificacdo de um indice de desempenho dindmico, por
exemplo, controle Hoo, também ¢é considerada na abordagem.
O projeto foi baseado no critério de estabilidade de
Lyapunov através de uma fungdo quadratica ¢ LMIs
(Barreda, 2020). Primeiramente, sdo apresentados estudos e
simulag¢des do sistema em malha aberta, tal que demonstram
a estabilidade do sistema linear. Com base nesta teoria, €
proposta uma nova lei de controle dependente da saida
disponivel da planta, que assegura a estabilidade global do
sistema linear realimentado como mostrado em Sadabadi
(2016).

Toda a teoria desenvolvida ¢ ilustrada através de exemplos e
os resultados de simulagdes demonstraram que, quando
factiveis, o teorema proposto apresenta adequado
desempenho.

Metodologia

Os problemas de controle de sistemas dindmicos com
varidveis de estado parcialmente disponiveis vEém
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despertando o interesse da comunidade cientifica. A solugdo
deste tipo de abordagem estd entre um dos problemas mais
desafiadores da literatura, devido a sua caracteristica ndo
convexa (Sadabadi, 2016). Desse modo, considere um
sistema dindmico linear invariante no tempo na seguinte
forma de espaco de estados:

x = AB)x(t) + Bu(t) + Hw(t) )

y(t) = Cx(t) ®))
sendo x(t) € IR"o vetor de estado, u(t) € IR™ a entrada de
controle, w(t) € IRP a entrada exdgena tal que w(t) € Lo

[0,:0), y(t) € IR? a saida controlada. Na matriz A(f), o vetor

B=1[B1 B2 ... Pr]’ representa as incertezas politdpicas (ou
falhas estruturais). A matriz A(p) pode ser representada por
combinag¢des convexas de seus vértices:

AB) = ) BiA; (3)
j=i

sendo Y Bij=1,parajde 1 atére ;>0.

Considere ainda que o sistema seja excitado por uma entrada
exdgena w(t), com uma energia finita. A norma Hoo
estabelece um limitante para a influéncia da entrada exégena
w(t) na saida y(t), sendo essa calculada como:

IH(s)II = maxw;&o%, w(t) € 6, “)

sendo H(s) a fungdo de transferéncia do sistema. O custo
garantido Hoo do sistema ¢ entdo definido como o valor
minimo de finito, tal que:

ly®I = vIw®ll, &)

Logo, pode-se dizer que a estabilidade do sistema com o
custo garantido Hoo ¢ assegurada, se, dada a funcdo de
Lyapunov quadratica, V(x) =x'Px , tal que P=P >0,
tem- se que:

VX +yy—y*ww<0 (©6)
Seguindo, considerando a lei de controle u(t) = ky(t),
sendo y(t) € IRP a saida do sistema linear disponivel. A
partir de (1), pode-se reescrever o sistema realimentado por:
x(t) = (AB)x(t) + BKC)x(t) + Hw(t) @)
y(©) = Cx(t) 8)

Assim, considerando inicialmente u(t)=0 (malha aberta),
obtemos nesse contexto o seguinte problema.

Problema 1: Determinar uma fungdo u(.) tendo como
estratégia de controle u(y(t)), que torne o ponto de equilibrio
x = 0 do sistema dinamico (1) — (3), satisfazendo um certo
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indice de desempenho, por
assintoticamente estavel.

exemplo, custo Hoo,

O teorema a seguir apresenta uma solugdo para o problema
proposto, considerando u(t)=0 (malha aberta), considerando
um certo indice de desempenho, por exemplo, custo Hoeo.

Teorema 1 - Assuma que p > m. Entdo, o Problema 1, tem
solucdo e o sistema ¢ assintoticamente estavel se, existir um
escalar p > 0 e matrizes , i € K, de dimensdo adequada,

satisfazendo o seguinte problema de otimizagdo:
min p
saP=P >0

[Ai'P +PAi+C'C H'P

PH —lﬂ] <0 )

i € K, sendo y? = u > 0. Ademais, se as condi¢des impostas
sdo factiveis, entdo assegura-se que:

ly®lle = 1. (10)

Problema 2: Projetar uma lei de controle K que torna o
sistema dindmico (1)—(3), satisfazendo o indice de
desempenho custo Hoo (5), globalmente assintoticamente
estavel. Uma solug@o ¢ apresentada no Teorema 02 a seguir.

Teorema 02 - Assuma que p > m. Entdo, o Problema 2, tem
solucdo e o sistema ¢ assintoticamente estavel se, existir um
escalar p > 0 e matrizes N € IR™?, M € [R™™ ¢ P=P’>0,
de dimensdo adequada, satisfazendo o seguinte problema de
otimizagao:

min p
s.aP=P >0
Ai'P+ PAi+BNC +C'N'B'+C'C H'P
PH Car) < 0 (11
B'P = MB' (12)

sendo Y2 = 1 > 0. Ademais, se as condigdes impostas sdo
factiveis, entdo a matriz K ¢ dada por:

K=M)'N (13)
¢ entdo assegura-se que:

IH®. < /1. (14)
Demonstragdo: Considere que (11)-(12) sdo factiveis. Entao,
para x # 0 e w # 0, segue que:

Ai'P+PAi+ BNC+C'N'B'+C'C H'P
P'H —pul

=x'(Ai'P + PAi + BNC + C'N'B' + C'C)x + 2x'PHwW — pw'w.

0>[x' w'l

] x wl

Agora, note que K= (M)™'N, e assim, M'K=N. Logo,
relembrando que p = y2, note que:
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x'(Ai'P + PAi + BNC + C'N'B' + C'C)x + 2x'PHwW — pw'w

= x'(Ai'P + PAi + BM'KC + C'K'MB' + C'C)x + 2x'PH — y?w'w
Entdo de (12):

= x'(Ai'P + PAi + PBKC + C'K'B'P + C'C)x + 2x'PHw — y?w'w.

Seguindo, multiplicando a equagdo anterior por o] e levando
em conta a soma dej=1atéj=r, temos:

=x'((A(a) + BKC)'P + P(A(x) + BKC))x + x'C'Cx
+ 2x'PHW — y?w'w
=V(X) + 7'y — y2w'w.

Considerando a candidata a fun¢ao de Lyapunov V(x) = x'Px,
note que V(x) # 0 para x # 0. A demonstragao estd concluida.

Resultados e Discussao

Considera o sistema didatico de suspensdo ativa de um
quarto de veiculo fabricado pela Quanser. O modelo pode
ser visto na Figura 1 (OLIVEIRA et al, 2014).

Figura 1 — Suspensdo ativa —um quarto de veiculo.

Fonte: (Oliveira et al., 2014).

Para se obter um esquema matematico que represente o
sistema real, ¢ proposto um modelo esquematico,
representado na Figura 2 (Oliveira et al, 2014).

Figura 2 — Modelo esquematico
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O sistema consiste de um conjunto composto por duas
massas, denominadas Ms ¢ Mus, sendo que a massa Ms
representa 1/4 do corpo total do veiculo ¢ a massa Mus
corresponde a massa do conjunto do pneu do veiculo. A
massa Ms ¢é suportada pela mola ks e pelo amortecedor bs.
J& a massa Mus ¢ suportada pela mola kus e pelo
amortecedor bus.

Seguindo, uma das forma de se atenuar vibragdes causadas
por irregularidades na pista € através do sistema de suspesao
ativa, o qual ¢é representado por um motor (atuador)
conectado entre as massas Ms ¢ Mus, ¢ controlado pela
forca Fc. Entdo, a fim de expor o sistema de suspensdo ativa
as mais diversas condi¢des de irregularidades
proporcionadas por uma pista de rolagem, ¢é possivel
escolher um sinal de referéncia. Assim, defina o sinal zr
como sendo o sinal de referéncia da pista.

Agora, considere o modelo em espago de estados, o qual
pode representar o modelo esquematico ilustrado na Figura
2.

F 0 1 0 -1
— ks Bs 0 _?_
I I 4 z(1)
ks b _ kus _ lbadbug)
- M. Mo M .7
o a
= 0
+ o ult) + 1 wit),
1 by,
L~ M., M,

2t} = e wit) =2z,

Zivs (i‘) — zp (%)

sendo que as posicdes zs(t), zus(t) € z(t) sdo medidas através
de encoders. Os valores das constantes podem ser
encontrados na Tabela 1. A ideia principal ¢ analisar através
do modelo em espago de estados a resposta dinamica do
sistema ilustrado na Figura 02.

Tabela 1 — Pardmetros do sistema.

Parametros Simbolo Valor
Massa de % do corpo total do veiculo Mg 2,45
(Kg)
Massa do conjunto do pneu (Kg) M s 1
Constante de rigidez da mola (N/m) K 900
Constante da rigidez da mola (N/m) K s 2500
Coeficiente de amortecimento (N s / m) b, 7.5
Coeficiente de amortecimento (N s / m) bus 5

Fonte: (Oliveira ef al., 2014).
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Ademais, o objetivo principal deste trabalho ¢é estudar,
propor e implementar uma lei de controle considerando o
sistema dinamico atuando com incertezas politdpicas e/ou
falhas estruturais, via realimentagdo da saida disponivel.

Logo, considerando que essas incertezas podem assumir
valores de £10% em relag@o aos valores nominais, descritos
na Tabela 1, considere que:

810 <ks <990 (N/m),
2250 < kus <2750 (N/m).

Portanto, a fim de realizar o projeto de controle, considere
os seguintes vértices do politopo:

0 1 0 -1
i —404,0816 —3.0612 0 3,0612
= 0 0 0 1
I 990 7.5 -2750 12,5 |
[ 0 1 0 -1
A= —404,0816 —3,0612 0 3,0612
- 0 0 0 1
I 990 7.5 -2250 —12,5 |
[ 0 1 0 5l
s —-330,6122 —3,0612 0 3,0612
S 0 0 0 1
I 810 7.5 -2750 —12,5 |
[ 0 1 0 =1 il
4, — | —330,6122 -3,0612 0 3,0612
- 0 0 0 i
810 7.5 -2250 —12,5 |

B=[0 04081 0 -1]7,

H=[0 0 -1 5] .

De inicio, ¢ interessante investigar a resposta dindmica do
sistema sem realimentagdo (malha aberta), para tal
simulagdo tem-se sinal de referéncia w(t) sendo uma onda
quadrada de 0,02m de amplitude, com frequéncia de 1/3Hz
com largura de pulso de 50% e considerando os valores
descritos na Tabela 1. Considerando o Teorema 01, uma
solugdo encontrada foi |H(s)||» = 287,3953.A Figura 3,
representa a resposta dindmica do sistema em malha aberta.
Note que o sistema ¢ estavel, entretanto as oscilagcdes geram
desconforto ao motorista.

Seguindo, para a resposta dindmica do sistema realimentado,
considerando u(t)=ky (malha fechada) para tal simulagdo
tem-se a matriz de saida C=[1 0 -1 0; 0 1 O -1], sinal de
referéncia w(t) sendo uma onda quadrada de 0,02m de
amplitude, com frequéncia de 1/3Hz com largura de pulso
de 50% . Considerando o Teorema 02, uma solucdo
encontrada foi [|[H(s)|» = 7,3226 ¢ o seguinte controlador,
K= [-1,0072 -0,0166] x 10*. A Figura 4 ilustra a resposta
dindmica do sistema. Note que o sistema ¢é estavel, com
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oscilagdes menores que os sistema em malha aberta e que
consequentemente geram um melhor conforto ao motorista.

E interessante investigar também a regido de factibilidade
das LMIs relacionadas ao controle dindmico. Assim,
considere os seguintes intervalos para os pardmetros bus e
Mus:

5<bus<15,
1<Mus <10,

Considerando o Teorema 01 e o Teorema 02, temos a
seguinte regido de factibilidade apresentada na Figura 05.

Figura 3 — Resposta dinamica - Teorema 1

Deslocamento {m)

tempols)

Fonte: Elaboracdo do proprio autor.

Figura 4 - Resposta Dindmica (Malha Fechada)

0.04

Deslocamento (m)

—15
IJ\ —zus
4

: 3 2 3 4 6 7 8 9 10

5
tempo(s)
Fonte: Elaboracao do proprio autor.

A analise da Figura 5 evidencia uma regido factivel proposta
pelo Teorema 2 maior que a proposta pelo Teorema 01,
visto que o Teorema 02 permitiu alocar os autovalores do
sistema em malha fechada.

Consideracoes Finais

O presente trabalho realizou o estudo do controle com
incertezas politdpicas para sistemas dinamicos apresentando
a resposta dindmica do sistema em malha aberta e fechada,
garantindo a validagdo dos teoremas de controle aplicado a
planta.
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Figura 5 — Regifo de factibilidade, sendo Teorema 01 - “0”
e Teorema 02 - “x

EE)

20

bus

Fonte: Elaboracgio do proprio autor.
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DYNAMIC SYSTEM CONTROL CONSIDERING
STATIC FEEDBACK OF THE AVAILABLE
OUTPUT APPLICATION IN Y% ACTIVE
SUSPENSION

Abstract: This work presents a robust control design Hw,
considering static feedback from the available output of the
system plant. The control design is applied to a system that
represents % of a vehicle's active suspension, for a class of
linear dynamic systems. The development of the controller
design is based on a quadratic Lyapunov function, LMIs
(Linear Matrix Inequalities), polytopic uncertainties and a
guaranteed cost called Ho. The motivation of the work is to
design a robust control system, considering polytopic
uncertainties in the plant, in order to demonstrate a
comparison in the temporal response of the states of the
feedback dynamic system and the open-loop dynamic system.

Keywords: Robust Hwo control, LMIs,

feedback.

Static  output
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